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河川で発生する定在波の存在条件及び波状跳水の水理学的特性に関する実験的研究 
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1.はじめに 
東日本大震災の時，津波が河川に進入し，発生した
波状跳水によって浸水被害の拡大が報告されている．
そのため，波状跳水の河川への影響は治水計画上重要
な項目となってきている．この波状跳水は水理学の分
野において基礎的な現象であり，波状跳水は流れの横
断方向に軸を持つ渦や砕波を伴わず，緩やかに水深が
増加する．さらに，波状跳水が遡上する過程において
波状型を保ち定在する現象（定在波）が生じることが
あるとされている（写真１）． 
河川で発生する定在波の存在条件及び，波高と波長
の理論を Benjamin と Lighthill が 1)1954年に導出し
ており，単位幅流量，運動量，エネルギーの三つの水
理物理量を含むパラメータの r：（エネルギーの無次元
量）と s：（運動量の無次元量）が定在波の存在の有無
や波高と波長を決定する理論である．しかし，この理
論が 50 年以上も前から存在するにも関わらず未だか
つて実験で検証が行われていない．よって本研究は定
在波を実験開水路で発生させ(写真１),定在波の存在
条件及び，波高と波長の理論(B&L理論)を実験的に検
証し，その水理学的特性を明らかにした． 
 
 
 
 
 
2-1.定在波の存在条件及び波長，波高理論の概要 
図１は河川で発生した定在波の模式図を表してい
る．単位幅流量 q，全水頭E，運動量F が任意の各断
面で一定とし，定在波を伴う流れが存在しているとす
ると，理論導出の基礎となる各水理量は(1)，(2)，(3)
式となる．ここで，  は水の密度， gは重力加速度，
yは任意の水深，u は任意地点の水平流速，v は任意
地点の鉛直流速， は流れ関を表している． 
 
 
 
 
 
(2)式は運動量，(3)式はエネルギーを表し，両式の自
由表面上のゲージ圧Pはで 0 となる．流れ関数は(4)
式のように任意関数 )(xf を用いて表される．水平方
向 uと鉛直方向 vの流速それぞれ，(5)，(6)式となる． 
        
     
  
 
 
 
 
 
 
単位幅流量を流れ関数 として厳密に置くことに
より，理論で取り扱う流れ場はポテンシャルフローと
なるため，流線上で一定の値をとる．(3) ，(2)式より
(7)式が得られる．さらに，(5)，(6)式を二乗して微小
項を無視し (7)に代入することで運動量 Fを任意関数
)(xf で表した(8)式を得る． 
                                                                                                
 
 
 
 
 
 
 
また(4)式の は水面で一定であることを考慮するこ
とで，任意関数 )(xf は(9)で表される． 
 
 
 
さらに )(xf を微分し，また二乗した式を(8)式に代入
して任意関数 )(xf を消去することで水深に関する
三次方程式(10)式を得る． 
 
 
 
ここで，(10)式の， x，E，F を限界水深におけ
るそれぞれの水理物理量を用いて無次元化すること
により(11)式を得る． 
 
 
 
 
w，zはそれぞれ無次元化した水深と流れ方向の変化
を表している．(11)式が異なる実数解を三つ持つ条件
を求めることで定在波の存在範囲を示すことが出来
る．さらに，(11)式の無次元水深の異なる三つの実数
解を求めることにより定在波の波高 Hが求まる．(11)
式を zに関して第１種完全楕円積分することにより，
限界水深 hcに対する波長 λも分かる．以上のことは後
節で詳しく説明する． 
2-2.水深に関する三次方程式の物理的意味 
(12)式は非線形の振り子のエネルギー保存則の式を
表している．水深に関する三次方程式(10)式と(12)式の
各項を比較する．(10)式の左辺第 1 項の単位幅流量 q
　　q
(5) 
(6) 
(7) 
(4) 
(1) 
(3) 
(2) 
(10) 
 
図 1：河川で発生した定在波の模式図 
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写真１：開水路で発生した定在波の様子 
　0)(4163 3322  srrssr
      












 
31
21
31321 3
4
3
2 1
2 ww
ww
K
wwwwwwww
dw
h
w
w
c

  cos2 2
1
2 srx 
  2
3
2
3
3 2
1
2
3
4
1
cos
4
3
cos
sr
rsr


 
  












 
2
3
2
3
1 2
1
2
3
cos
3
1
sr
rsr

0)cos1(
2
1
2
2 







mgl
dt
d
ml
cghu
ghu
r
2
2
2
2


 22
22
2
2
cc ghhu
ghhu
s



3
2
3
4
3
2
3
1 
 FrFrr
3
4
3
2
3
1
3
2 
 FrFrs
0132)(3 323  rsrxrsx
  cos2 2
1
2
1 srrw 
  






3
2
cos2 2
1
2
2

srrw
  






3
2
cos2 2
1
2
3

srrw
21 wwH 
が(10)式の振り子の質量 m と同等の意味を示してお
り左辺第 1項全体は運動エネルギーを示している．左
辺第 1 項以外の項は，位置エネルギーを表している． 
 図２は非線形波の模式図を示しており，非線形振り
子の軌道と同じ水面の形をする波形を Cnoidal wave 
と呼ぶ． 
 
 
 
2-3.無次元エネルギーr，無次元運動量 s 及び定在波
の存在条件 
 
(11)式中にある r はエネルギーを限界流れにおける
エネルギーで除した無次元量，s は運動量を限界流れ
における運動量で除した無次元量であり，(13),(14)式
で定義される． 
 
 
 
河川の上流端の流れが等流の場合には(13),(14)式は
フルード数Frのみで表される式形(15),(16)に置き換え
られる． 
 
 
 
図３の赤と青の線は(15),(16)式の Fr<1（常流）と
Fr>1(射流)の rと s関係を示している．赤線は等流状
態における常流の場合の rと s関係であり，Frが 1以
下の範囲で大きくなるにつれて rと sの値は小さくな
る傾向が見られる．青線は等流状態における射流の場
合の rと s関係を示している．常流とは逆に，Frが 1
以上の範囲で大きくなるにつれて rと sの値は大きく
なる．Fr=1 の場合,r=1,s=1 となり，限界流れを表し
ている． 
ここで，(11)式を x=w+r と置いて式変形すると，
(17)式を得る． 
 
 
(17)式が異なる三つの実数解をもつ条件は判別式
(18)式で表すことができる 
 
 
 
図３の青色の領域は判別式(17)式を満たす rと sの範
囲を示しており，この領域内で定在波が存在可能で
ある．それに対し，白色の領域は物理的に何も意味は
なく，理論上あてはまる水理現象は存在しない． 
2-5.定在波の無次元波高 
Benjaminと Lighthillら 1)は，水深に関する三次方
程式の無次元形(10)式の異なる三つの実数解をビエタ
の解法を用いて導出している．ビエタの解法を用いる
場合，前節の(17)式の xを(19)式と置く必要がある． 
 
 
 
(19)式を(17)式に代入し式を整理すると cosαに関する
(20)式となる． 
 
  
  
(20)式を三倍角の公式と比較すると，αは rと sのみの
(21)式とみなすことが出来る． 
   
 
 
 
(13)式の三つの実数解 w1,w2,w3は(19),(20),(21)式を用
いてそれぞれ(22),(23),(24)式で表すことが出来る． 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
w1は定在波の最頂点における水深高さを表しており，
w2は定在波の最下点における無次元水深高さを表し
ている．ことから定在波の無次元波高 Hは(25)式でも
と求まる． 
 
 
2-6.定在波の無次元波長 
(11)式が w1,w2,w3の三つの異なる実数解を持つとし，
(11)式に関して第一種不完全積分を行うことにより限
界水深における波長(26)式の無次元量を求めることが
できる． 
  
(18)  
図２非線形振り子運動及び Cnoidal wave の模式図 
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図３：Benjamin と Lighthillの理論により導かれた定在波
の存在件図 
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3.実験概要 
前章で示したとおり定在波の存在条件及び波高，波
長は rと sのパラメータにより決定することが明らか
である．しかし，この理論は，流れ場をポテンシャル
フローで考え，河床のせん断力や勾配を考慮していな
ことが前提にある．それに対し実河川の河床は粗度や
勾配が存在する．よって，前提条件に基づく理論と実
現象の相違の有無を明らかにするため，開水路実験に
より理論の検証を行うこととする． 
図４に示すとおり，実験は開水路床に突起物（ハン
プ）と狭窄部を設け，定在波を発生させた．流量，開
水路勾配，突起物，狭窄部の諸元を変えた 6ケース実
験を行い，その実験条件を表１に示している．表１に
示すとおり，理論の前提条件と異なり勾配を設け，
1/200 から 1/120の範囲で実験を行っている．計測機器
として，流速はピトー管，水深はサーボ式波高計を用
いている． 
開水路実験を行い計測した流速，水深と単位幅流量
を用いて rと s を(12)，(13)式から算出し，実験による
値が定在波の存在条件を満たすか否かを検証した．さ
らに rと sの実験値から定在波の無次元波高と波長を
算出し，開水路で発生した定在波の波長と波高との比
較を行った．なお rと sを算出する際，流速と水深は
それぞれ流れの上流端の流速と水深の平均値を用い
ている． 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
4-1.実験結果と考察（定在波の存在条件） 
図 5～6は各実験 caseから求まる rと sの実験値と
定在波の存在条件を比較した結果を示している．各
caseの rと sの値は色とポイントの形で別けている．
図 7～9は代表として，case2,4,5で発生した定在波の
水面形を示しており，計測した水深と流れ方向の長さ
は限界水深 hcで無次元化している．Case2,3,6も定在
波は発生しており，上流端の流れのフルード数 Frは
波状跳水が発生する条件 3) (1<Fr<1.7)を満たしていた．
図 5～6から定在波が存在する領域の内に各実験 case
の rと sの実測値がすべて入っていることが分かる． 
さらに図 7～9から,定在波の存在条件を満たしている
時に，現実に定在波が存在していることが分かる．  
 
 
 
 
 
 
 
 
に 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
図４：実験で用いた開水路の模式図 
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
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表１：各ケースの実験条件及び突起物の高さ εと通水幅 
Bの諸元 
 
Dischage[L/min] Bed Slop ε [cm] B [cm]
case1 2271 1/200 2
case2 1517 1/180 2
case3 2246 1/170 3
case4 834 1/150 2
case5 370 1/150 3
case6 281 1/120 19.75
 
図５：定在波の存在条件と実験値 r,sの比較 
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図 7：case2で発生した定在波の水面形 
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図 6：定在波の存在条件と実験値 r,sの比較 
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このことから，各実験 caseで発生した定在波はすべ
て BL理論で説明がつく現象であると共に，河床勾配
の効果は表 1に示す程度であれば既存の理論に影響が
なく，ポテンシャルフローで説明がつく現象であるこ
とが実験結果から言える． 
4-2.定在波の水理学的特性に関する実験結果と考察
（定在波の無次元波高，波長） 
各実験 caseで発生した定在波の波高と波長と理論
から求まる波高(25)式と波長(26)式の比較を行なっ
た.開水路で発生した定在波は，河床の摩擦抵抗をう
けているため，第三波目以降から波高が減衰している
と考えられる．そのため，定在波の波高と波長理論で
比較する際，波高は第１波目を対象としている．波長
は第一波の最頂点と第二波の最頂点を基準にして測
定している．一例として図 10に比較対象とした定在
波の波長と波高の諸元を示す． 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
表２は各 caseの開水路で発生した定在波の波長と波
高の実測値及び波長と波高の理論値を示している． 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
case1～3は波長と波高の理論値は実測値の波長と波
高に近い値を示した．逆に case4～6は波長，波高の理
論値が実測と全く違う結果となった．case1～3の 
共通点は rと sの実験値が 1.1以下である．さらに，r
と sの値が互いにほぼ同等の値を示していることが分
かる．実験結果から，定在波の存在条件を満たしてい
ても，波高，波長の理論値は rと sの値に大きく依存
し，適応範囲に限りがあることが言える.定在波の波
高と波長を正確に知るには，銭と山田ら 6)が流線の曲
率と運動量の定理から導出した定在波を伴う不等流
の基礎式を用いることで可能である. 
結論 
 Benjamin と Lighthill ら 1)により導出された定在波
の存在条件及び，波長と波高の理論を開水路実験により
検証を行って得られた知見を以下に示す． 
1)各実験 case で定在波（波状跳水）が発生しており，
BL理論の定在波の存在条件を各 caseの r,sの実測値は
満していた．このことから，各実験 caseで発生した定
在波はすべて B&L理論で説明がつく現象である． 
2)定在波の波長と波高の理論値は r と s の値に大きく
依存し，適応範囲に限あることを示した．実験結果に
おいて rと sの実験値が 1.1 以下かつ，rと sがほぼ同
等の値を示す時，波長と波高共に再現性が見られた． 
3)1)で定在波の存在範囲を示した．しかし，開水路で
発生した定在波の水面形を正確に表現するには，銭と
山田ら 6)が導出した定在を伴う不等流の基礎式を用い
ることで可能である. 
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図８：case4で発生した定在波の水面形 
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図９：case5で発生した定在波の水面形 
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図 10：比較対象とした定在波の波長と波高の諸元 
水路長を限界水深で無次元化した値
無
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
H
 ：定在波の波長
H ：定在波の波高
表２：定在波の波長と波高の実測値と理論値 
 
case1 theory experiment r s
λ/hc 5.04 5.23
H 0.52 0.45
case2 theory experiment r s
λ/hc 5.88 5.33
H 0.293 0.22
case3 theory experiment r s
λ/hc 4.47 5.17
H 0.378 0.385
case4 theory experiment r s
λ/hc 3.89 5.3
H 0.761 0.444
case5 theory experiment r s
λ/hc 3.52 5.41
H 0.301 0.393
case6 theory experiment r s
λ/hc 2.62 7.3
H 0.26 0.524
1.222 1.306
1.96 2.44
1.035 1.036
1.095 1.111
1.192 1.227
1.063 1.064
